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Zusammenfassung: Zwei Kontrahenten diskutie-
ren das bekannte Wahrscheinlichkeitsproblem des
Geschlechtes des zweiten Kindes. Es werden die zu-
grunde liegenden Szenarien und Voraussetzungen
herausgestellt. Grundlegende Prinzipien der Wahr-
scheinlichkeitstheorie werden beleuchtet.

Einleitung

Moderator. Zwei Mitglieder unseres statistischen
Instituts, Tom und Jerry, streiten sich seit einigen
Wochen. Im Zentrum ihrer Kontroverse steht dieses
einfache Problem:

Ein Paar hat zwei Kinder und man erfihrt, dass eines
von ihnen ein Madchen ist. Wenn man nur das weil3,
wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass beide
Kinder Midchen sind?

Toms Antwort ist }2, aber Jerry beharrt darauf, dass
die Antwort %5 ist. Um ihren Streit zu beenden, sind
sie iibereingekommen, diese offene Debatte durchzu-
filhren. Mdge der bessere gewinnen! Wir werden al-
les aufzeichnen und transkribieren. Ich werde einige
relevante Literaturquellen im Interesse unserer Stu-
dierenden hinzufiigen. Tom, du hast den Miinzwurf
gewonnen, also beginne bitte.

Die Debatte

Tom. Vielen Dank. Eigentlich sollte dies keine lange
Debatte werden, da Jerry und ich bereits darin tiber-
einstimmen, dass die Geburt von Kindern wie das
Werfen eine Miinze zu verstehen ist. Dies bedeutet,
wir kdnnen davon ausgehen, dass die Wahrschein-
lichkeit einen Jungen zu bekommen die gleiche ist
wie ein Médchen, ndmlich genau % (dies ist in der
Realitdt ndherungsweise richtig). Und wie bei den Er-
gebnissen eines Miinzwurfes setzen wir voraus, dass
die Geschlechter von verschiedenen Kindern unab-
héngig voneinander sind. Was macht es nun, wenn
man feststellt, dass ein Kind ein Médchen ist? Das
andere Kind kann mit Verlaub gesagt ebenfalls als
Ergebnis eines Miinzwurfes angesehen werden, und
so ist es doch offensichtlich, dass die Wahrscheinlich-
keit, dass es ein Miadchen ist, 4 betrdgt. Es scheint
allerdings etwas schwierig zu sein, meinen verehr-
ten Kollegen von dieser ,,bodenstidndigen” Logik zu
iiberzeugen. (Carlton; Stansfield 2005)

Jerry. Deine Logik ist zu simpel. Um das Problem zu
l6sen, muss man auf den Ereignisraum zuriickgehen.
Der Ereignisraum fiir das urspriingliche Experiment
der zufalligen Auswahl einer Zwei-Kind-Familie und
der Beobachtung des Geschlechtes ihrer Kinder ist
{JJ, IM, MJ, MM}, wobei der erste Buchstabe das
zuerst geborene und der zweite Buchstabe das zweit-
geborene Kind bedeutet. Wir vereinbaren, dass bevor
wir zusétzliche Informationen erhalten, die Wahr-
scheinlichkeit fiir jedes Element dieses Raumes "4
ist, aber sobald wir erfahren, dass ein Kind ein Mad-
chen ist, handelt es sich um ein Problem der beding-
ten Wahrscheinlichkeit. Das bedingende Ereignis
ist {JM, MJ, MM}. Alle diese drei Ereignisse haben
die gleiche Wahrscheinlichkeit, eines davon ist MM.
Das fiihrt zu der bedingten Wahrscheinlichkeit %5 fiir
MM.

Tom. Nun, ich kann das Ereignisraum-Spiel ebenfalls
spielen. Wir stimmen beide tiberein, dass ein Kind zu
bekommen dem Wurf eine Miinze entspricht, so lass
uns jetzt das Problem mit den Worten Wappen und
Zahl formulieren:

Man wirft zweimal eine faire Miinze. Beim ersten Mal
sicht man, dass Wappen oben liegt. Wenn man nur das
weil}, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide
Wiirfe Wappen zeigen?

Wenn man zuerst Wappen sieht, sagt uns das, dass
beide Ereignisse WW und WZ entfallen. Die Bedin-
gung ist dann das Ereignis {WW, WZ}, das aus zwei
gleich wahrscheinlichen Ereignissen besteht, eines
davon ist WW. Dies fiihrt zu der bedingten Wahr-
scheinlichkeit von 7 fiir WW.

Jerry. Halt! Das ist keine angemessene Ubersetzung.
Bei jedem der vier Ereignisse WW, WZ, ZW, ZZ steht
der erste Buchstabe fiir das Ergebnis des ersten Wur-
fes und der zweite fiir das Ergebnis des zweiten Wur-
fes. Dies gilt analog fiir JJ, JM, MJ, MM. Du hast das
Problem des Miinzwurfes perfekt gelost, aber es tan-
giert nicht das Problem, das wir hier debattieren. Es
ist ndmlich so, dass wir nicht wissen, ob das Madchen,
welches wir gesehen haben, das jlingere oder das &l-
tere Kind ist. Bei deinem Miinzwurfproblem dagegen
wissen wir, dass das von uns gesehene Ergebnis Wap-
pen der , altere* Wurf ist, wodurch dieses Problem viel
einfacher wird. Wenn wir vereinbaren, dass das Mad-
chen, das wir sehen das éltere ist, dann stimme ich der
Losung 2 zu und wir wiirden diese Diskussion nicht
haben. (Bar-Hillel; Falk 1982; Gardner 1959, S. 51)
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Tom. Ich verstehe deinen Standpunkt, aber ich sehe
ebenfalls in deiner Losung eine fatale Schwachstelle.
Du setzt dabei voraus, dass alle drei Mdglichkeiten
JM, MJ, MM gleichwahrscheinlich sind. Aber ist das
gerechtfertigt? Wenn ich ein Madchen sehe, entfallt
in der Tat der Fall JJ, es bleiben drei Ereignisse iibrig,
aber ich glaube nicht, dass das Modell der Gleich-
wahrscheinlichkeit in dieser Situation geeignet ist.
Es kann doch sein, dass die Beobachtung eines Mad-
chens zu verschiedenen Wahrscheinlichkeiten fiir
diese drei Optionen fiithrt. Du musst exakt angeben,
wie diese Beobachtung zustande kommt.

Jerry. Ha! Du hast wohl schon erkannt, dass ich die
Debatte gewonnen habe, und stocherst nun im Ne-
bel herum, um das Ergebnis zu verschleiern. Was ist
denn genau deine Position?

Tom. Wir verehren beide die klassische Schrift von
Feller, nicht wahr? Er erldutert von Beginn an, dass
sich Wahrscheinlichkeiten auf Ereignisse von wohl-
definierten realen oder modellhaften statistischen
Experimenten beziehen miissen. Wenn du also die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Ereignis MM bestimmen
willst, so musst du den tatsdchlichen empirischen
Mechanismus beriicksichtigen, der zu dem Ereignis
fiihrt, dass ein Madchen beobachtet wird. Du hast
uns bisher nicht erklart, welcher Vorgang das ist, wie
wurde die Existenz eines Madchens festgestellt? Dies
konnte dein Boot zum Sinken bringen. (Feller 1957,
S. 7-9,22; Fisher 1934; Nickerson 1996)

Jerry (der dies von Tom nicht erwartet hatte und nun
etwas defensiv wirkt). Nun, natiirlich haben Feller
und Fisher recht. Ich vermute, dass eine verniinftige

Voraussetzung sein konnte, dass das Madchen, das
gesehen wurde, sich durch eine zufillige Auswahl
aus den beiden Kindern ergab. Wir konnen das Méad-
chen in der Stadt mit threr Mutter treffen, die immer
zufillig entscheidet, welches der beiden Kinder sie
begleiten soll. Man muss allerdings auch feststellen,
dass die Wahrscheinlichkeit eines solchen Treffens
sehr gering ist. Um sicherzugehen, lass uns das fol-
gende bedingende Ereignis prizise definieren: ,,Ein
Kind, welches zufillig aus einer Familie mit zwei
Kindern ausgewéhlt wurde, wurde gesehen und es
war ein Médchen.* (Glickman 1982)

Tom. Wozu fiihrt das?

Jerry (geht zur Tafel). Okay lass uns das bedingende
Ereignis mit m bezeichnen. Das Gegenereignis ist die
Beobachtung, dass ein zufillig ausgewéhltes Kind
ein Junge ist, und es wird mit j bezeichnet. Unser Er-
eignisraum besteht nun aus acht geordneten Tripeln,
die bisherigen vier Ereignisse werden entweder mit
m oder mit j verbunden. Diese acht Ereignisse sind
nun nicht mehr gleichwahrscheinlich (zum Beispiel
ist die Wahrscheinlichkeit von MMj gleich Null, wih-
rend die Wahrscheinlichkeit von MMm Y. betrégt).
Ich werde nun zweckméaBigerweise nicht mehr mit
dem speziellen Ereignisraum weiterarbeiten, sondern
direkt unter Anwendung des Satzes von Bayes die
interessierende bedingte Wahrscheinlichkeit berech-
nen. Dies ist ein typischer Fall fiir die Anwendung
der Bayes-Formel. Die Apriori-Wahrscheinlichkeiten
fiir JJ, JM, MJ und MM sind alle % und mit dem Satz
von Bayes konnen wir die bedingten Wahrscheinlich-
keiten ermitteln, wenn m gegeben ist.

P(m|MM) - P(MM)

PMMIM) = pGuiniad) - POMM) + P(ulM) - PUM) + P(mlMJ) - POAT) + P(mlJJ) - P)

_ 1-1/4 1
- 14+ 12 1/4+172-1/4+0-1/4" 2

Auf dhnliche Weise kann man berechnen dass
P(M|m) = P(MJim) =" und P(JJjm)=0 ist. Oh
Gott! Dies fiihrt tatséchlich zur Losung ‘2 fiir das
Problem, nicht wahr? (Falk 1993, Problem 2.4.11)

Tom. (lachelt triumphierend) Und wie steht es nun
um deine ,,geeignete” Voraussetzung, dass MM, JM
und MJ alle gleichwahrscheinlich sind? In Wirklich-
keit sind die Wahrscheinlichkeiten %, Y% und Y.

Jerry. Nun, du bist ja derjenige, der sagt, dass man den
Vorgang, der zur Beobachtung des Midchens fiihrt,
genau betrachten muss, also werde ich sofort etwas
wihlen, was zu meiner Rechnung passt. Mein Vor-
schlag, dass die Mutter immer zufillig auswahlt, wel-
ches Kind sie mitnimmt, war ein bisschen voreilig.

Tom. Hast du einen besseren Vorschlag?

Jerry. Nun, es gibt wahrscheinlich Dutzende Hinter-
grundszenarien, die potenziell die Antwort beeinflus-
sen konnen. (Nickerson 1996)

Tom (spottisch). Dann wihle doch einen fiir unser
Publikum.

Jerry (lange nachdenkend) Warte einen Augenblick.
Wie steht es damit? Vorausgesetzt ich erfahre, dass
eine Zwei-Kind-Familie wenigstens eine Tochter hat,
durch das Treffen der Eltern bei einer Veranstaltung
fiir Eltern von Pfadfinderinnen. Mein anfénglicher
Ereignisraum ist erneut {JJ, JM, MJ, MM}. Das be-
dingende Ereignis ist m'= {JJ, JM, MJ, MM}. Die
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Frage lautet, wie groB3 ist P(MM|m")? Es ist klar, dass
P(MM N m") der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass
beide Kinder Méadchen sind, also ¥ und die Wabhr-
scheinlichkeit, dass es wenigstens eine Tochter gibt,
% betrégt. Daraus ergibt sich:

P(MM N
P(MM|m") = (P(mr)m'):

EN[OSINE
W|—

(Loyer 1983)

Tom. (schweigt verdutzt)

Schlussfolgerungen

Moderator. Ich hitte nicht gedacht, dass die Debat-
te auf diese Weise verlaufen wiirde! Es sieht so aus,
dass unsere Jungs gerade nachgewiesen haben, dass
die richtige Antwort sein sollte: ,,Es gibt nicht genug
Informationen fiir eine Entscheidung*, da der Hinter-
grundmechanismus nicht spezifiziert ist. Sobald das
Szenario, das zu der Beobachtung fiihrt, genau ange-
geben ist, bestimmt es die Antwort und verschiede-
ne zugrunde liegende Prozesse konnen zu verschie-
denen Antworten fiihren. Offenbar haben beide von
euch recht (Applaus vom Publikum).

Ein Absolvent des Instituts. Wahrend der Diskussi-
on habe ich das Buch von Feller durchgebléttert und
bin auf das Problem der Familie mit zwei Kindern
gestollen, das wir gerade diskutiert haben. Mit Fellers
Worten lésst sich Folgendes zu unserem Fall sagen:
Die Losung Y ist die Antwort auf folgende Frage: Ein
Maidchen aus einer Familie mit zwei Kindern wurde
zufillig ausgewahlt, wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, dass das andere Kind auch ein Médchen ist? Die
Antwort ¥ konnte sich auf eine Kartothek von Fa-
milien beziehen, die mindestens ein Madchen haben,
aus der eine Karte zufallig ausgewihlt wurde und wo
nach der Wahrscheinlichkeit von zwei Madchen ge-
fragt wird; wéhrend sich die erste Frage auf eine Akte
mit Madchen bezieht (Feller 1957, S. 107; Glickman
1982). Ich frage mich jedenfalls, welches der Szena-
rien, das Treffen eines Mddchens mit ihrer Mutter in
der Stadt oder das Treffen der Eltern auf einer Veran-
staltung fiir Eltern von Pfadfinderinnen realistischer
ist. (Falk 1993, Aufgabe 2.4.11)

Ein Professor fiir Statistik aus dem Publikum.
Das ist eine nichtmathematische Frage auflerhalb
des Rahmens einer mathematischen Diskussion. Ich
sehe den Hauptbeitrag dieser Geschichten in der Ab-
grenzung moglicher Arten von Ereignissen, die zu
den Wahrscheinlichkeiten %2 oder '3 fiir MM fiihren.
Es ist wichtig feststellen, dass die beiden Szenarien

unsichere Ereignisse sind. Deshalb muss die Frage
iiber die realen Chancen solcher Treffen auB3erhalb
der Betrachtungen bleiben. Ungeachtet wie unwahr-
scheinlich sie sind, sie reduzieren alle die relevanten
Wahrscheinlichkeiten um den gleichen Faktor und
die relativen Wahrscheinlichkeiten von JM, MJ und
MM, die die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit
von MM bestimmen, bleiben unverdndert.

Solche Szenarien konnen nur zum mathematischen
Modell passen, oder besser gesagt, darauf hinweisen.
Eine reale Mutter wiirde keine Miinze werfen, um zu
entscheiden, welches Kind mit ihr gehen soll, sogar
wenn sie versucht fair zu sein; und Eltern die zwei
Tochter haben, wiirden wohl mit groerer Wahrschein-
lichkeit ein Elterntreffen fiir Pfadfinderinnen besuchen
als Eltern mit nur einer Tochter. Es ist kaum moglich,
eine reale Geschichte in der Weise zu erzihlen, dass
die bedingte Wahrscheinlichkeit von MM exakt /2 oder
V5 1st. Die Versuche, sich Szenarien auszudenken, die
zu dem Modell perfekt passen, sind anerkennenswert,
aber letzten Endes ist es ein hoffnungsloser Fall. Feller
l6ste das Problem, indem er vorschlug, zufallig eine
Karte aus einer Kartothek entweder von Madchen oder
von Familien mit wenigstens ein Madchen zu ziehen.
Er hat recht, aber sein Vorgehen passt zu den Model-
len, weil es mathematisch ist. Nochmals, ich glaube,
die zwei Szenarien dienen dem didaktischen Versuch
im Prinzip die Unterschiede zwischen den Vorgéngen,
die zu den beiden Antworten fiihren, hervorzuheben.

Ein Mitglied des Instituts aus dem Publikum.
Dieses Problem wurde bereits intensiv in der statis-
tischen und psychologischen Literatur diskutiert. Ich
unterrichte Wahrscheinlichkeit und Statistik schon
sehr lange und meine Studenten sind sehr vertraut mit
Ereignisrdumen. Aber jedes Mal, wenn ich zu dem
obigen Problem komme, fiihrt das bedingende Ereig-
nis {JM, MJ, MM} auf die falsche Spur. Selbst wenn
gegeben ist, dass die Familie wenigstens eine Toch-
ter hat oder sogar, wenn man sagt, dass ein Médchen
zufillig ausgewdhlt wurde, gehen sie gewdhnlich
weiterhin von der Gleichwahrscheinlichkeit von JM,
MJund MM aus und erhalten 5. Damit sind sie nicht
alleine, jlingste Forschungen durch Falk und Lann
zeigten, dass Studierende die Gleichwahrscheinlich-
keit aller Ereignisse in unterschiedlichen Kontexten
voraussetzen, eingeschlossen solcher Fille, in wel-
chen diese Voraussetzung definitiv nicht geeignet ist.
(Falk und Lann 2008)

Erganzungen

Ein anderes Mitglied des Publikums. Wenn es nicht
genug Informationen zur Losung des Zwei-Kind-Pro-

30



blems gibt, dann sind die Dinge bei Familien mit drei
Kindern wahrscheinlich genauso schwierig.

Moderator. Das ist durchaus moglich. Ich denke,
es wire niitzlich ein Beispiel zu betrachten wie etwa
dieses:

Vorausgesetzt eine Familie hat drei Kinder und man
erfahrt, das zwei von ihnen Madchen sind. Wenn man
nur das weil}, wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
das dritte Kind auch ein Madchen ist?

Gibt es dazu Meinungsduf3erungen?

Jerry. Wir konnen damit beginnen, alle Félle mit
zwei oder drei Jungen aus dem Ereignisraum mit
acht moglichen Tripeln zu eliminieren. Dann wiirde
{MMM, MMJ, MJM, JMM} als bedingendes Ereig-
nis Ubrig bleiben. Wenn wir diese Moglichkeiten als
gleich wahrscheinlich betrachten kdnnen, dann ist die
Wahrscheinlichkeit fiir MMM offensichtlich Y. Aber
wenn man weil}, dass mindestens zwei Kinder Mad-
chen sind aufgrund einer zufélligen Auswahl dieser
Kinder, dann ist es am wahrscheinlichsten, dass der
Fall MMM zu der Beobachtung fiihrt. Wir wollen er-
neut den Satz von Bayes benutzen: Es sei M, das Er-
eignis, das alle drei Kinder Madchen sind und m, be-
zeichne das Ereignis, dass zwei zufallig ausgewihlte
Kinder Médchen sind. Dann gilt:

P(M|m,)

- 1-(12) B
T1-(12y+3-(B)12y +0- (127 2

Tom. Warum gehen wir nicht sogar weiter und erset-
zen 3 durch n? In Erweiterung der oberen Formel von
Bayes erhalten wir dann:

PM |m )

- 1-(12y 1
T1-(2y +n-(Un)A2y +0-(12y 2

GroBartig! (begeistert) Wenn bekannt ist, dass n— 1
zufillig ausgewdéhlte Kinder Méadchen sind, dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass das n-te Kind auch ein
Maidchen ist, gleich Y. Das ist das, was ich euch zu
Beginn sagen wollte! Das ist das Wesen der Unab-
héngigkeit der Ereignisse. Was macht es, wenn man
feststellt, dass n—1 zufillig ausgewihlte Kinder
Maidchen sind, das Geschlecht des n-ten Kindes ist
ebenfalls Ergebnis eines Miinzwurfes. In der Tat, die
Losung - zeigte mehr als eine Erklédrung des Offen-
sichtlichen. Wir kommen damit zum Ausgangspunkt
zuriick und stellen fest, was selbstverstdndlich sein
sollte.

Meine Erkenntnis aus unseren vielen Uberlegungen
ist, dass die Voraussetzungen transparent sein sollten
und der stochastische Mechanismus hinter den Sze-
narien unmissverstiandlich erkldrt werden muss.

AbschlieBende Bemerkungen

Moderator. Das war eine stiirmische Angelegenheit!
Ich danke Tom und Jerry sowie allen Teilnehmern fiir
die lebhafte Debatte und die instruktiven Schlussfol-
gerungen. (Ich schlage Falk 2011 als Zusatzlektiire
vor.)
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